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Abstra
t

In the 
urrent work, a faithful linear representation of the 
a
tus group

Jn that depends on the parameter t was 
onstru
ted in expli
it form. This

linear representation is based on result of R. Yu and presentation of the


a
tus group Jn in a minimal system of generators. It was proven that this

linear representation is redu
ible. In the 
ase n = 3, the resulting redu
ed

representation is redu
ible for all t ∈ R.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�ðóïïà êàêòóñîâ âïåðâûå âîçíèêëà â ðàáîòàõ Ñ.Ë. Äåâàäîññà [1℄ è Ì. Äýâèññà,

Ò. ßíóøêåâè÷à, �. Ñêîòòà [2℄ ïðè èçó÷åíèè ìîçàè÷íûõ îïåðàä è ãðóïï îòðàæåíèé,

ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàáîòå Ñ.Ë. Äåâàäîññà èññëåäóåòñÿ ìîçàè÷íàÿ îïåðàäà, îáúåêòû

êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìíîãîóãîëüíèêè ñ îòìå÷åííûìè äèàãîíàëÿìè, à êîìïîçè-

öèÿ çàäàåòñÿ ñêëåèâàíèåì ñòîðîí. Ýòà îïåðàäà èìååò ñòðóêòóðíîå ñõîäñòâî ñ îïåðà-

äîé ãðóïï êîñ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîíÿòèå �ãðóïïà êâàçèêîñ� â ðàáîòå Ñ.Ë. Äåâàäîññà

ìîòèâèðîâàíî àíàëîãèåé ìåæäó òåì, êàê ãðóïïû êàêòóñîâ ïîëó÷àþòñÿ ïî ìîçàè÷-

íûì îïåðàäàì, è òåì, êàê ãðóïïû êîñ ïîëó÷àþòñÿ ïî ìàëûì êóáè÷åñêèì îïåðàäàì.

�ðóïïà Jn (êâàçèêîñ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ â íåêîòîðîé ìîíîè-

äàëüíîé êàòåãîðèè [1℄. �ðóïïà êàêòóñîâ ïîëó÷èëà ñâîå íàçâàíèå â 2006 ã. â ðàáîòå

À. Ýíðèêåñà, Ä. Êàìíèöåðà [3℄ ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóðû êîãðàíè÷íûõ êàòåãîðèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ãðóïïû êàêòóñîâ èç ðàáîòû [4℄.

�ðóïïà êàêòóñîâ Jn, n > 2, ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè sp,q, 1 ≤ p < q ≤ n è îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

s2p,q = 1,

sp,qsm,r = sm,rsp,q, åñëè [p, q] ∩ [m, r] = ∅,

sp,qsm,r = sp+q−r,p+q−msp,q, åñëè [m, r] ⊂ [p, q].

Çäåñü, [p, q] = {p, p+ 1, . . . , q − 1, q}.
Àíàëîãè÷íî êîñàì, ýëåìåíòû ãðóïïû êàêòóñîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êðèâû-

ìè íà ïëîñêîñòè. Ïðèìåðû ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè òàêèõ ýëåìåíòîâ äëÿ J4

ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå . Íà îñíîâå ýòîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè åñòåñòâåííûì

îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçì ãðóïïû êàêòóñîâ Jn íà ãðóïïó ïîäñòàíîâîê Sn.

Êàæäîìó ýëåìåíòó sp,q ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà èç Sn, êîòîðàÿ ìåíÿåò ïîðÿäîê

ýëåìåíòîâ p, p+1, . . . , q íà îáðàòíûé, îñòàâëÿÿ îñòàëüíûå ýëåìåíòû íà ñâîèõ ìåñòàõ.

ßäðî äàííîãî ãîìîìîð�èçìà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êðàøåííûõ êàêòóñîâ è îáîçíà÷à-

åòñÿ PJn [6℄.
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s1,2 s1,3 s1,4

s21,3 = e s1,4s1,2 = s3,4s1,4

�èñ. 1. Èíòåðïðåòàöèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ è ñîîòíîøåíèé ãðóïïû J4

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû PJn èçâåñòíî ëèøü ïðè n 6

4. Â ðàáîòå [4℄ ïðåäñòàâëåíèå PJ4 ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà �åéäåìåéñòåðà�

Øðàéåðà. Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû PJ4 áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [5℄ ïðè ðàññìîò-

ðåíèè äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè è ïîñòðîåíèè ìíîãîóãîëüíèêà

Äèðèõëå äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ. ß. Ìîñòîâîé [6℄ ïîêàçàë, ÷òî ãðóïïà êðàøåííûõ êàê-

òóñîâ âêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíóþ ãðóïïó Êîêñòåðà. �.Þ â ñâîåé ðàáîòå [7℄ îïðå-

äåëèë îáîáùåííóþ ãðóïïó êàêòóñîâ è ïîêàçàë, ÷òî îáîáùåííàÿ ãðóïïà êðàøåííûõ

êàêòóñîâ òàêæå âêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíóþ ãðóïïó Êîêñòåðà.

�ðóïïû êàêòóñîâ èññëåäîâàëèñü â êîíòåêñòå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï â ðà-

áîòå [8℄. Â ðàáîòå [4℄ Ï. Áåëëèíäæåðè, Õ. ×åìèí è Â. Ëåáåäü ðåøèëè ïðîáëåìó

ðàâåíñòâà ñëîâ, îïèñàëè êðó÷åíèå è íàøëè öåíòð ãðóïïû êàêòóñîâ. Òàêæå èìè áûëî

ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïï êàêòóñîâ Jn, n 6 4, â ïîðîæäàþùèõ, ÷èñëî êîòîðûõ
íåëüçÿ óìåíüøèòü. Êðîìå òîãî, îíè èçó÷àëè ñâÿçü ãðóïïû êàêòóñîâ ñ ïðÿìîóãîëüíû-

ìè ãðóïïàìè Êîêñòåðà, ãðóïïàìè òâèíîâ è ãðóïïàìè äèàãðàìì �àóññà�Ìîñòîâîãî.

Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà êàêòóñîâ Jn ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà n−1 ýëåìåíòàìè, ïðè-
÷åì ýòî ÷èñëî íåëüçÿ óìåíüøèòü [10℄. Ïîëíàÿ ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé â ýòèõ ïîðîæ-

äàþùèõ îïèñàíà â ðàáîòàõ [9℄ è [10℄ è ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî îáî-

çíà÷åíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîëüçóåìñÿ ýòèì îïèñàíèåì ãðóïïû êàêòóñîâ Jn â

ìèíèìàëüíîé ñèñòåìå ïîðîæäàþùèõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Jn.

Â ðàáîòå �.Þ [7℄ áûëî ïîñòðîåíî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîé ãðóïïû

êàêòóñîâ, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà t ∈ R, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðè t = 1. Îáùàÿ
êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåííîãî ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå äàåò ÿâíîãî ëèíåéíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïïû êàêòóñîâ Jn. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ãðóïïà êàêòóñîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì îáîáùåííîé ãðóïïû êàêòóñîâ, ìû ñòðîèì òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

Jn â ÿâíîì âèäå, îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòå �.Þ.

Âî âòîðîì ïàðàãðà�å íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è

óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êàê-

òóñîâ â ÿâíîì âèäå. Â òðåòüåì ïàðàãðà�å ñòðîèòñÿ òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû Jn â ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ

Z[t]. Äîêàçàíî, ÷òî äàííîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. Â ñëó÷àå
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n = 3 ïîëó÷åííîå ïðèâåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâîäèìî äëÿ âñåõ t ∈ R.

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ñ�îðìóëèðóåì îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñ-

íîâíîé òåîðåìû. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå óìíîæåíèå ïîäñòàíîâîê

âûïîëíÿåòñÿ ñïðàâà�íàëåâî.

Îïðåäåëåíèå 2.1 ([11℄, �1). �ðóïïà Êîêñòåðà W ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

s1, . . . , sn è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (sisj)
mij = 1, ãäå mij � ïîðÿäîê ýëåìåí-

òà sisj. Çäåñü mij = 1, åñëè i = j è mij ∈ {2, 3, . . .}∪∞ ïðè i 6= j. Ïðè ýòîì mij = ∞,

åñëè ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ sisj � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Ïî ãðóïïå Êîêñòåðà W îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöà Êîêñòåðà M = (mij)
n
i,j=1 � ñèì-

ìåòðè÷åñêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ öåëûå ÷èñëà èëè æå

ñèìâîë ∞.

Ïóñòü W � ãðóïïà Êîêñòåðà ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì S, òîãäà ïàðà (W,S)
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Êîêñòåðà. Åñëè I � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â S, òî ïîäãðóïïà,
ïîðîæäåííàÿ I, íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû W è îáîçíà÷àåòñÿ

WI . Ìíîæåñòâî I íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè |WI | < ∞ è íå ñóùåñòâóåò íåïóñòûõ

ìíîæåñòâ J,K ⊆ S, J ∩K = ∅, òàêèõ, ÷òî I = J ∪K è WI = WJ ×WK . Ìíîæåñòâî

âñåõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì F(S).

Îïðåäåëåíèå 2.2 ([7℄). Îáîáùåííàÿ ãðóïïà êàêòóñîâ GJW , ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñèñòåìå Êîêñòåðà (W,S), ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè {γI | I ∈ F(S)} è îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè:

γ2
I = 1,

γIγJ = γJγwJ(I), åñëè I ⊂ J èëè WI∪J = WI ×WJ ,

ãäå wJ � ñàìûé äëèííûé ýëåìåíò ïîäãðóïïû WJ è wJ(I) = wJIw
−1
J .

Íàïîìíèì, ÷òî äëèíîé ýëåìåíòà w ∈ W íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî

q > 0, òàêîå, ÷òî w åñòü ïðîèçâåäåíèå q ýëåìåíòîâ èç S. Ñàìûé äëèííûé ýëåìåíò wJ

ïîäãðóïïû WJ � ýòî ýëåìåíò, èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ äëèíó [11℄.

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Êîêñòåðà òèïà An−1. Â

ýòîì ñëó÷àå Sn ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì òðàíñïîçèöèé S = {si = (i, i + 1), 1 6 i 6
n− 1}.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

Ëåììà 2.1. Ëþáàÿ òðàíñïîçèöèÿ (a, b) ∈ Sn, ãäå a < b ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèç-

âåäåíèå òðàíñïîçèöèé âèäà (i, i+ 1), a 6 i 6 b− 1:

(a, b) = (a, a+ 1)(a+ 1, a+ 2) . . . (b− 1, b)(b− 2, b− 1) . . . (a+ 1, a+ 2)(a, a+ 1).

Â ðàáîòå [7℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà W � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn ñ

ïîðîæäàþùèìè si = (i, i + 1), 1 6 i 6 n − 1, îáîáùåííàÿ ãðóïïà êàêòóñîâ GJW

ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé êàêòóñîâ, îïðåäåëåííîé â 2.3.

Êàê áûëî çàìå÷åíî â [9℄ è [10℄ ãðóïïà Jn îáëàäàåò ñëåäóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì:
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Îïðåäåëåíèå 2.3 ([10℄, [9℄). �ðóïïà êàêòóñîâ Jn, n > 2, ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè
ai = s1,i, i = 2, ..., n, è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

a2i = 1, 2 6 i 6 n,

(aiakajak)
2 = 1, 2 6 i 6 j, i+ j 6 k,

aiakajak = ai+j−kajai+j−kai,

4 6 j + 2 6 i 6 n, j < k < i,

2 6 i+ j − k 6 n, 2k 6 i+ j.

�.Þ îïðåäåëèë ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîé ãðóïïû êàêòóñîâ. Íàïîì-

íèì åãî êîíñòðóêöèþ. Èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâà âñåõ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ F(S) ñè-
ñòåìû Êîêñòåðà (W,S) ìîæíî îïðåäåëèòü ñèñòåìó Êîêñòåðà (W, S) ñ ìíîæåñòâîì
ïîðîæäàþùèõ

S = {wWIw
−1 | I ∈ F(S), w ∈ W}, (1)

è ìàòðèöåé Êîêñòåðà M = (m(W1,W2))W1,W2∈S, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-

äóþùåé �îðìóëîé:

m(W1,W2) =





1, åñëè W1 = W2,

2, åñëè W1 ⊂ W2 èëè W2 ⊂ W1,

2, åñëè W1 ∩W2 = {e} è W2 ⊂ CW (W1),

∞, èíà÷å,

(2)

ãäå CW (W1) � öåíòðàëèçàòîð ãðóïïû WI .

Äëÿ ëþáîãî w ∈ W îïðåäåëåí àâòîìîð�èçì gw ∈ Aut(W, S), êîòîðûé äåéñòâóåò

íà ïîðîæäàþùèõ W ïî ïðàâèëó gw : WI 7→ wWIw
−1
, ãäå WI ∈ S.

�.Þ [7℄ ïîñòðîèë âëîæåíèå GJW →֒ W⋊ Aut(W, S), ïåðåâîäÿùåå ïîðîæäàþùèå
γI ãðóïïû GJW â ýëåìåíò WI · gwI

èç W ⋊ Aut(W, S). Èñïîëüçóÿ ýòî âëîæåíèå è

òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Π : W ⋊ Aut(W, S) → GL(E), ãäå E � âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä R ðàçìåðíîñòè |S|, �.Þ ïîñòðîèë òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû GJW .

� 3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïó Êîêñòåðà òèïà An−1, êîòî-

ðàÿ èçîìîð�íà ãðóïïå ïîäñòàíîâîê Sn ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ {(1, 2), (2, 3), . . .
. . . , (n−1, n)}. Èç îïèñàííîãî â ïðåäëîæåíèè 2.2 ðàáîòû [7℄ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñâÿç-

íûìè ìíîæåñòâàìè F(Sn) è ïîðîæäàþùèìè ãðóïïû Jn, à òàêæå ñ ó÷åòîì îïðåäåëå-

íèÿ 2.3, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñâÿçíûå ìíîæåñòâà âèäà I = {(1, 2), . . . , (i−1, i)}.
Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû, ñîîòâåòñòâóþùèå óêàçàííûì ñâÿçíûì

ìíîæåñòâàì, èìåþò âèä:

W2 = 〈(1, 2)〉, W3 = 〈(1, 2), (2, 3)〉, . . . ,Wn = Sn = 〈(1, 2), . . . , (n− 1, n)〉.

Ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì Wi := WI = 〈I〉, ãäå I = {(1, 2), . . . , (i− 1, i)} ∈ F(Sn).
Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ÿâíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà S.

Ëåììà 3.2. Ìíîæåñòâî S äëÿ ãðóïïû Êîêñòåðà Sn ñîñòîèò èç ïîäãðóïï:

〈(i1, i2)〉, 〈(i1, i2), (i2, i3)〉, . . . , 〈(i1, i2), (i2, i3), . . . , (ik, ik+1)〉, (3)

ãäå k < n, (il, il+1) � òðàíñïîçèöèÿ èç Sn, è il < il+1 äëÿ âñåõ 1 6 l 6 k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê Sn ìíîæåñòâî âñåõ ñâÿçíûõ ìíî-

æåñòâ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (ñì. [7℄, ïðåäëîæåíèå 2.2)

F(S) = {{(i, i+ 1), (i+ 1, i+ 2), . . . , (j, j + 1)} | 1 6 i 6 j 6 n− 1}.

Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò w ∈ Sn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w =

(
1 2 · · · n
i1 i2 · · · in

)
,

ãäå ij ∈ {1, . . . , n} è is 6= it ïðè s 6= t, 1 6 s, t 6 n.
Ïóñòü I ∈ F(S) ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ k < n. Ïîñëå ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîì w,

ïîëó÷àåì

Ww
I = 〈(ij, ij+1), (ij+1, ij+2), . . . , (ik, ik+1)〉, 1 6 j 6 k.

Ïîêàæåì, ÷òî îò ïîðîæäàþùèõ Ww
I ìîæíî ïåðåéòè ê ïîðîæäàþùèì, óïîðÿäî÷åí-

íûì â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (3). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî

êîëè÷åñòâó óïîðÿäî÷åííûõ ýëåìåíòîâ ij , èç êîòîðûõ ñîñòîÿò ïîðîæäàþùèå W
w
I . Áà-

çà èíäóêöèè:m = 1. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà i2 < i1. Îò ïîðîæäàþùèõ
(i1, i2), (i2, i3), . . . , (ik, ik+1) ïðè ïîìîùè ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîì (i2, i1) ìû ïåðåõîäèì

ê óïîðÿäî÷åííûì ïîðîæäàþùèì (i2, i1), (i1, i3), . . . , (ik, ik+1). Áàçà èíäóêöèè óñòàíîâ-
ëåíà.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî m ýëåìåíòîâ óïîðÿäî÷åíî è im+1 ðàâåí ïåðâîìó ýëåìåí-

òó â (m+1)-é ïàðå, ò. å. (i1, i2), . . . , (im, im+1), (im+1, im+2), . . ., ãäå ij−1 < ij , 2 6 j 6 m.

Ïîëó÷èì ïîðÿäîê â m-îé ïàðå â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (3). Äîñòàòî÷íî ðàññìîò-

ðåòü 2 ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: im+1 < i1. Ñîïðÿãàÿ êàæäûé ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò öèêëîì

(im+1im . . . i1), ìû ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûé ïîðÿäîê, ò. å. (im+1, i1), . . . , (im−1, im),
(im, im+2), . . ..

Ñëó÷àé 2: ij < im+1 < ij+1. Ïî àíàëîãèè, ïîñëå ñîïðÿæåíèÿ êàæäîãî ïîðîæäà-

þùåãî öèêëîì (im+1im . . . ij+2ij+1) ìû ïîëó÷àåì (i1, i2), . . . , (ij, im+1), (im+1, ij+1), . . .,
ãäå 1 6 j 6 m− 1.

Çàìåòèì, ÷òî âñå öèêëû íà êàæäîì øàãå èíäóêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïðîèçâå-

äåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ïîðîæäàþùèõ. Íàïðèìåð, (im+1im . . . i1) = (i2, i1) . . . (im+1, im)
= (i1, i2) . . . (im, im+1). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàñïèñûâàåòñÿ öèêë (im+1im . . . ij+2ij+1).

Â ñëó÷àå, åñëè ïîñëåäíèé ýëåìåíò íå óïîðÿäî÷åí â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (3),

äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû òå æå 2 ñëó÷àÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå èí-

äóêöèîííîãî ïåðåõîäà.

Ïðèìåð 3.1. à) Ïóñòü n = 3, òîãäà F(S) = {{(1, 2)}, {(2, 3)}, {(1, 2), (2, 3)}}.
Ñîïðÿãàÿ ïîäãðóïïû WI , I ∈ F(S), êàæäûì ýëåìåíòîì ãðóïïû S3 â ñîîòâåòñòâèè ñ

�îðìóëîé (1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä ìíîæåñòâà S:

S = {〈(1, 2)〉, 〈(1, 3)〉, 〈(2, 3)〉, 〈(1, 2), (2, 3)〉}= {〈s1〉, 〈s
s1
2 〉, 〈s2〉, 〈s1, s2〉}.

á) Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì S ïðè n = 4:

S = {〈s1〉, 〈s
s1
2 〉, 〈ss2s13 〉, 〈s2〉, 〈s

s2
3 〉, 〈s3〉, 〈s1, s2〉, 〈s1, s

s2
3 〉, 〈ss12 , s3〉, 〈s2, s3〉, 〈s1, s2, s3〉}.

Ïóñòü 1 6 k 6 n−1 è ãðóïïàK ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè (i1, i2), (i2, i3), . . . , (ik, ik+1),
ij < ij+1, 1 6 j 6 k. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå S îòîáðàæåíèå fi : S → S, 2 6 i 6 n,
äåéñòâóþùåå íà K ïî ïðàâèëó:

fi(K) = 〈(j1, j2), . . . , (jk, jk+1)〉,
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ãäå l = max{s ∈ {1, . . . , k + 1} | is 6 i}, ïðè i1 6 i, èíà÷å ïîëàãàåì l = 0 è

js =

{
i− il−s+1 + 1, 1 6 s 6 l,

is, l < s 6 k + 1.
(4)

Îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �.Þ äëÿ ãðóïïû Jn äàåò ñëåäóþ-

ùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.1. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Π : Jn → Aut(V ) ãðóïïû
Jn àâòîìîð�èçìàìè ñâîáîäíîãî Z[t] � ìîäóëÿ V ñ áàçèñîì eK , K ∈ S, ïðè êîòîðîì

îáðàçàìè ïîðîæäàþùèõ ai ÿâëÿþòñÿ àâòîìîð�èçìû φi, îïðåäåëåííûå ïî �îðìóëå

φi(eK) =






−eK , K = Wi,

eK , i < i1,

efi(K) + 2teWi
, Wi 6⊂ fi(K) è i1 6 i < ik+1,

efi(K), Wi ⊂ fi(K) èëè ik+1 6 i,

(5)

ãäå K = 〈(i1, i2), (i2, i3) . . . , (ik, ik+1) | ij < ij+1, 1 6 j 6 k〉, 1 6 k 6 n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå Π : W ⋊ Aut(W, S) → GL(R|S|),
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì W⋊ Aut(W, S) [7℄, äåéñòâóþùèì ïî ïðàâèëó

Π(Wigwi
)(eK) = egwi

(K) − 2Bt(egwi
(K), eWi

)eWi
, K ∈ S, (6)

ãäå áèëèíåéíàÿ �îðìà Bt îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Bt(egwi
(K), eWi

) =

{
−cos(π/m(gwi

(K),Wi)), m(gwi
(K),Wi) < ∞,

−t, m(gwi
(K),Wi) = ∞.

(7)

Çäåñü wi � ñàìûé äëèííûé ýëåìåíò ïîäãðóïïû Wi, êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí â

âèäå:

wi =

(
1 2 · · · i i+ 1 · · · n
i i− 1 · · · 1 i+ 1 · · · n

)
.

Ïðè K = Wi â ñèëó ðàâåíñòâà gwi
(Wi) = Wi, ïî (2) è (7) èìååì

Π(Wigwi
)(eWi

) = egwi
(Wi) − 2Bt(egwi

(Wi), eWi
)eWi

= −eWi
.

Ïóñòü K = 〈(i1, i2), (i2, i3), . . . , (ik, ik+1)〉. Ïðè K 6= Wi íàéäåì çíà÷åíèå gwi
(K) =

wiKw−1
i . Ïîñêîëüêó wi ïåðåñòàâëÿåò ïåðâûå i ýëåìåíòîâ, à âñå ij â K óïîðÿäî÷åíû,

òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ i ìû ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå i < i1, à
âî âòîðîì i > i1. Ïðè i > i1 ñóùåñòâóåò òàêîå ìàêñèìàëüíîå 1 6 l 6 k+1, ÷òî il 6 i.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçáèåíèåì ïðîâåäåì ðàçáîð ñëó÷àåâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ

óñòàíîâèì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ Bt(egwi
(K), eWi

) èç �îðìóëû (7).

Ñëó÷àé 1: i < i1. Òîãäà Wi ∩ fi(K) = {e} è âñå ýëåìåíòû èç Wi êîììóòèðóþò ñî

âñåìè ýëåìåíòàìè èç K. Çíà÷èò, wiKw−1
i = K è m(gwi

(K),Wi) = m(K,Wi) = 2 ïî

�îðìóëå (2). Ñëåäîâàòåëüíî

Π(Wigwi
)(eK) = eK − 2Bt(eK , eWi

)eWi
= eK .
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Ñëó÷àé 2: 1 6 i1 6 il 6 i < ik+1, òîãäà ïîäãðóïïà, ñîïðÿæåííàÿ ñ K, èìååò âèä

wiKw−1
i = 〈(i− i1 + 1, i− i2 + 1), . . . , (i− il + 1, il+1), . . . , (ik, ik+1)〉.

Ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû â äàííîì ñëó÷àå íå óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ �îð-

ìóëîé (3), ïîñêîëüêó i− ij + 1 > i− ij+1 + 1 äëÿ âñåõ 1 6 j 6 l. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî
il 6 i < il+1 è i − ij + 1 < il+1 äëÿ âñåõ 1 6 j 6 l. Ïðèâåäåì âûðàæåíèå wiKw−1

i ê

âèäó (3) ïðè ïîìîùè ñîïðÿæåíèÿ âñåõ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîì σ, ãäå

σ = (i− i1 + 1, i− il + 1)(i− i2 + 1, i− il−1 + 1) . . . (i− il/2 + 1, i− il/2+1 + 1),

êîãäà l ÷¼òíî è

σ = (i− i1 + 1, i− il + 1)(i− i2 + 1, i− il−1 + 1) . . . (i− i(l+1)/2−1 + 1, i− i(l+1)/2+1 + 1),

êîãäà l íå÷¼òíî. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî σ ∈ wiKw−1
i è ïîñëå ñîïðÿæåíèÿ ìû ïîëó÷èì

òó æå ñàìóþ ãðóïïó. Îòêóäà íàõîäèì, ÷òî gwi
(K) = fi(K). Çíà÷åíèå Bt(efi(K), eWi

) â
�îðìóëå (7) çàâèñèò îò ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ j1, jk+1 è i â ñèëó (2), ãäå js îïðåäåëåíû
ïî �îðìóëå (4). Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé j1 > i íå ðåàëèçóåòñÿ, òàê êàê èíà÷å i−il+1 > i
è il < 1, ïðîòèâîðå÷èå. Òàêæå ïðè l < k + 1 èìååì fi(K) 6⊂ Wi.

Ñëó÷àé 2.1: l = 1. Èìååì 1 6 i1 6 i < i2, (j1, j2) = (i − i1 + 1, i2) è js = is,
2 6 s 6 k + 1. Â äàííîì ñëó÷àå Wi ∩ fi(K) = {e}, ïîñêîëüêó 1 6 j1 6 i < j2 = i2
è íè îäèí ýëåìåíò èç fi(K) íå ëåæèò â Wi. Ïðè ýòîì Wi 6⊂ CW (fi(K)), òàê êàê

(1, 2)(1, j2) 6= (1, j2)(1, 2), ãäå (1, 2) 6= (1, j2) ∈ fi(K). Òåïåðü ðàññìîòðèì j1 > 1.
Àíàëîãè÷íî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî Wi 6⊂ CW (fi(K)), ïîñêîëüêó (j1 − 1, j1)(j1, j2) 6=
(j1, j2)(j1 − 1, j1), ãäå (j1, j2) ∈ fi(K). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè j1 > 1
ïîëó÷àåì m(gwi

(K),Wi) = m(fi(K),Wi) = ∞ â ñèëó (2). Òîãäà (6) ïðèíèìàåò âèä

Π(Wigwi
)(eK) = efi(K) + 2teWi

.

Ñëó÷àé 2.2: 1 < l < k+ 1. Òîãäà 1 6 i1 < il 6 i < ik+1. Åñëè js+1 = js + 1 äëÿ âñåõ
1 6 s 6 l − 1 = i− 1, òî Wi ⊂ fi(K). Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî m(fi(K),Wi) = 2 è

Π(Wigwi
)(eK) = efi(K) − 2Bt(efi(K), eWi

)eWi
= efi(K).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò (js, js+1), ÷òî js+1 6= js +1. Òîãäà Wi 6⊂
fi(K), ïîñêîëüêó (js, js+1) ∈ Wi \fi(K). Åñëè Wi∩fi(K) 6= {e}, òî m(fi(K),Wi) = ∞
ïî (2). �àññìîòðèì Wi∩fi(K) = {e} è ïîêàæåì, ÷òîWi 6⊂ CW (fi(K)). Â òàêîì ñëó÷àå

(js, js + 1) ∈ Wi íå êîììóòèðóåò ñ (js, js+1) ∈ fi(K). Ñëåäîâàòåëüíî, â �îðìóëå (6)

èìååì Π(Wigwi
)(eK) = efi(K) + 2teWi

.

Ñëó÷àé 3: l = k + 1. Òîãäà 1 6 i1 < ik+1 6 i è â ñèëó �îðìóëû (4) èìååì

1 6 j1 < jk+1 6 i. Ñëåäîâàòåëüíî, gwi
(K) = fi(K) ⊂ Wi, ïîýòîìó â (2) èìååì

m(fi(K),Wi) = 2 è Π(Wigwi
)(eK) = efi(K).

Ïðåäëîæåíèå 3.1 ([7℄). Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Π èç òåîðåìû 3.1 ÿâëÿåòñÿ

òî÷íûì ïðè t = 1.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.1 ïîñòðîèì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïï J3 è J4.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü n = 3, òîãäà äëÿ S èç ïðèìåðà 3.1à ìàòðèöû àâòîìîð�èçìîâ

φ2 è φ3 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

[φ2] =




−1 0 0 0
2t 0 1 0
2t 1 0 0
0 0 0 1


 , [φ3] =




0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1


 .
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Ïðèìåð 3.3. Ïðè n = 4 ìíîæåñòâî S îïðåäåëåíî â 3.1á. Òîãäà ìàòðèöû àâòî-

ìîð�èçìîâ φ2, φ3 è φ4 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

[φ2] =




−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2t 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
2t 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
2t 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2t 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
2t 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
2t 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




,

[φ3] =




0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 2t 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 2t 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 2t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2t 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 2t 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 2t 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1




,

[φ4] =




0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1




.

Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî ïîñòðîåííîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè-

âîäèìî. Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïðåäñòàâëåíèå Π ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. Ïóñòü Πi(Jn) =
Π(Jn)

∣∣
Vi
, i = 1, 2, òîãäà Π(Jn) = Π1(Jn)⊕Π2(Jn), ãäå V1 � ïîäìîäóëü V , ïîðîæäåííûé

âåêòîðàìè eK , K ∈ S \ {Wn}, è V2 � ïîäìîäóëü V , ïîðîæäåííûé âåêòîðîì eWn
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìîäóëü V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé V = V1 ⊕ V2.

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé èç ïîäìîäóëåé V1 è V2 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

Π(Jn).
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Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî

φi(eWn
) =

{
−eWn

, åñëè i = n,

eWn
, åñëè 1 < i < n.

Òàêèì îáðàçîì, V2 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Π(Jn).
Ïîêàæåì, ÷òî φi(V1) ⊆ V1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè K 6= Wn, òî è fi(K) 6= Wn. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ââèäó �îðìóëû (3), åñëè K 6= Wn, òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ is,
1 6 s 6 k + 1, ìåíüøå n. Ïîä äåéñòâèåì fi íà K ìû òàêæå ïîëó÷èì ïîäãðóïïó èç S,

â ïîðîæäàþùèõ êîòîðîé òî æå ñàìîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ js.
Â �îðìóëå (5) äëÿ ëþáîãî 2 6 i 6 n âñòðå÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ eK è efi(K). Èç

óñëîâèÿ K 6= Wn ñëåäóåò, ÷òî eK ∈ V1 è efi(K) ∈ V1, ïîñêîëüêó fi(K) 6= Wn. Òàêèì

îáðàçîì, ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü ýëåìåíò eWn
, êîòîðûé ïîðîæäàåò V2. Çíà÷èò, V1,

äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäìîäóëåì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Π(Jn).

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå â ïðåäëîæåíèè ïðåäñòàâëåíèå êàê Π̃ = Π1. Àâòîìîð�èç-

ìû Π̃(ai), äåéñòâóþùèå ïî �îðìóëå (5) íà áàçèñå ìîäóëÿ V1, áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü

êàê φi.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Π̃ ïðèâîäèìî äëÿ âñåõ t ∈ R ïðè

n = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áàçèñà ìîäóëÿ V1 ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: e1 = e〈s1〉, e2 =
e〈s1s2s1〉 è e3 = e〈s2〉 (ñì. (3.1)). �àññìîòðèì ìàòðèöû àâòîìîð�èçìîâ [φ2] è [φ3] â
áàçèñå ìîäóëÿ V1:

[φ2] =




−1 0 0
2t 0 1
2t 1 0



 , [φ3] =




0 0 1
0 1 0
1 0 0



 .

Ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ v1 = (−1/(2t)x − 1/(2t)y, x, y)T è v2 =
(0, y, y)T äëÿ [φ2], w1 = (y, x, y)T è w2 = (−y, 0, y)T äëÿ [φ3], ãäå x, y ∈ Z[t]. Âåêòîð u1 =
(0, 1, 1)T ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ [φ2] è u2 = (1, 0,−1)T äëÿ [φ3]. Ýòèì âåêòîðàì

ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû e2+e3 è e1−e3. Â êà÷åñòâå ïîäìîäóëÿ U âîçüìåì ëèíåéíóþ

îáîëî÷êó ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðàì u1 è u2.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîäìîäóü U èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Π̃(Jn). Äåéñòâè-
òåëüíî,

[φ2](α1u1 + α2u2) = α1[φ2]u1 + α2[φ2]u2 = (0, α1, α1)
T + (−α2, (2t− 1)α2, 2tα2)

T

= (α1 + (2t− 1)α2)u1 − α2u2,

[φ3](α1u1 + α2u2) = (α1, α1, 0)
T + (−α2, 0, α2)

T = α1u1 + (α1 − α2)u2,

ãäå α1, α2 ∈ Z[t]. Èç ïîëó÷åííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî [φ2](u1) = u1, [φ2](u2) =
(2t − 1)u1 − u2, è [φ3](u1) = u1 + u2, [φ3](u2) = −u2. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïå-

ðåéòè ê ïðåäñòàâëåíèþ Π̂(Jn) = Π̃(Jn)
∣∣
U
, çàäàííîì íà ïîäìîäóëå U , ãäå ìàòðèöû

àâòîìîð�èçìîâ âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[φ2

∣∣
U
]′ =

(
1 2t− 1
0 −1

)
, [φ3

∣∣
U
]′ =

(
1 0
1 −1

)
.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 1, C. 67-78

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 1, P. 67-78



Çèìèðåâà Ê.Â. 77

Áëàãîäàðíîñòè: Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ Âàëåðèþ �åîðãèåâè÷ó Áàðäàêîâó çà öåííûå ðåêîìåíäàöèè è Àëåêñåþ Àëåêñàí-

äðîâè÷ó Êîðîáîâó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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